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Universite Choua'fb Doukkali Annee Universitaire : 2013/2014 

D epar tement de Mathematiques Filieres SMPC2 

El Jadida 


Serie 1 d’algebre 2 


Exercice 1. 

Les applications suivantes sont-elles des applications lineaires ? 
j\ : It 3 — » IR definie par : fi{x, y , z) = 2x — 3y + 4 2 . 

/ 2 : IR 3 > IR 3 definie par : f 2 (x, y , z ) = ( 2x + y + z,y — z,x + y). 

* f 3 : IR 3 — > IR 3 definie par f 3 (x, y, z) — ( xy , x, ^ • 

/ 4 : IR 2 — * IR 4 definie par : f 4 (x, y) = (y, 0, x - 7y, x + y). * , . 

x / 5 : IR 3 — ^ m 3 definie par : fc(x, y,z) = (x + 1, by, x + ^ 

* / 6 : IR 3 — ^ IR 2 definie par f 6 (x, y, z) = (|®|, 0). 

/■; : I R 3 -> IR 3 definie par-e- ; /?^, y, g) — (2 j; 4 - y 4- — &r&- H4v- 

Exercice 2. 

Soil IR 2 [A] l’espace vectoriel des polynomes sur IR de degre inferieur ou egal a 2. Montrer 

que les transformations suivantes sont des endomorphismes de IR -2 [AT] : 

gi : ill 2 [A] — > 1R 2 [A] definie par gi{P) = (A + 1)P' ■ 

g 2 : IR 2 [A] — > H 2 [A] definie par c? 2 (P) = P + (1 - X)P' . „ 

g 3 : IR 2 [/Y] — > IR 2 [A] definie par g 3 (P) = (1 - A)P' + 2P". 

Exercice 3. 

Pour les applications lineaires de l’exercice 1 et l’exercice 2, determiner Kerf, et Imf,. En 
deduire si /, est injective, surjective, bijective. 


Exercice 4. 

Soit g une application de IR 2 [A] dans IR 2 definie par : g(P) = (P(— 1),P(1)). 

1. Montrer que g est une application lineaire. 

2. Determiner une base du noyau et determiner l’image de g. 

3. Soit h une application lineaire de JR* [A] dans IR: 2 definie par : 
h(P ) = (P(-1),P(1)). Montrer que h est bijective. 


Exercice 5 

Soit / : IR 3 — > IR. 3 definie par : f{x, y, z) = ( -2;r; + 4y + 4,r, -x + z , - 2x + 4 y + 42). 

a) Montrer que / est lineaire. ' - - 

b) Determiner une base de Ker / et une base de Im(/ ). 

c) A-t-on Kerf © Im(/) = IR 3 ? 
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Universite Chouaib Doukkali 
Departement de Mathematiques 
El Jadida 


Annee Universitaire : 2013/2014 
Filieres SMPC2 


Serie 2 d’algebre 2 


Exercice 1 (Matrices de Pauli). 

Les matrices de Pauli, developpees par Wolfgang Pauli, sont definies comme l’ensemble des 
matrices carrees complexes d’ordre 2 suivantes : 

a x — f ^ q J > a y — f q ) et <7z = ( 0 1 ) ' ^ as son ^ titilis6es en mecanique 


quantique des 1927 pour representer les observables quantiques. 

1) Calculer les commutateurs suivants : 

CTyj — 0’yU'a;; [<7y > &z] C?yG z et [o ZJ 0»] ' G X G Z . 

2) Soit a = G* + ffy~ + £T. 2 , calculer [a 2 ,a x ] = crV* — <j x ct . 


Exercice 2 (Extrait de Pexamen de la session de rattrapage annee 2013/2014). 

/ 2 G O 

Soit T — ( 0 1 -1 

\ 0 0 1 

1) Montrer que T = D + N avec D une matrice diagonale et N une matrice dant la diagonale 
est mil. 

2) Calculer N’ 2 et en deduire N k pour k > 2. 

3) Calculer DN et ND et. en deduire T n en fbnction de N, D et n. 

4) Calculer T n en fonetion de n uniquement. 



Exercice 3. 

Pour chaeune des matrices suivantes. dire si elle est inversible ou non. Dans le eas ou la 
matrice est inversible, calculer son inverse : 

/ 3 0 2 \ / 1 1 1 V / 2 V3 7 \ / 4 3 2 \ 

A ~ 5 0 7 j ; B ?= 0 11 ; C - j 0 0 5 j ; £> — j 2 -1 0 et 

\ 1 0 5 ) \0 0 1 / \ 0 0 1 / \ 1 2 1 / 

/'- 1 1 - J \ 

E = J 2 —2—21. Refaire cette question, en utilisant la methode du determinant. 

\ 3 -7 -17 


Exercice 4. 

Soit. a € M. Calculer le determinant de la matrice suivante * 

0 , ..'.V 

( 1 cosa cosla \ 
cosa cos2a cosBa j 
cos2a cosda- cos4a J 
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Exercice 5. 

Soient a, b, c € 1R. Calculer le rang cle la matrice suivante : 

/ 1 1 1 \ 

6 + c e + a a + b I. 

\ be ca ab J 

Exercice 6. 

Soient a, b € 1R et ,4 la matrice suivante : 

/ a 2 -1 b \ 

.4 =30 1 —4 . 

\ 5 4 -1 2 / 

1) Montrer que rg(A) >0. 

2) Pour quelles valeurs de a et b a-t-on rg(A ) == 2? 

Exercice 7 (Extrait de l’exarnen de la session de rattrapage armee 2012/2013), 
On considere les deux applications suivantes : 

/ : ill 2 M 3 <J : IR 3 — ♦ IR 2 

( x, y ) — > [x + j/i x — y, 2x + 3// ) z) — -» (~x - y + 2z^Bx — % + 6 z). 

Soient B 2 = {&i = ( 1 , 0 ), a 2 “ (0,1)} la base canonique IR 2 et B 3 = {(tq = (l,0,0),i’ 2 = 
(0, 1 , 0 ) , v-i — (0, 0, 1) } la base canonique de ft 3 . 

1) a) Montrer que / et g sont des applications lineaires. 

b) Donner les matrices suivantes.: 

M(J : fi 2 , B 3 ), M(g : B$, B 2 ), M{ f o g : B 9 , R 3 ) et M(go f : B 2 , Bo). 

c) En deduire les expressions de / o y{x, y, z) et de g o J (x, y ). 

d) Determiner KeriJ ), lm(f), Ker(g), et lm(g). 

2) On pose 


/i = <?i + e 2, 


e\ — e 2 , wi — tq — e 2 + u 3 , = td + « 2 et «*$•*= —id +1*2 + ^3- 




Montrons que B 2 = {/x,/ 2 } est une base de IR." et que B 3 = {tiq, u' 2 . ttq} est une base de 
IR 3 . 

3) a) Donner la matrice P de passage de la base B 2 a la base B 2 et calculer P~ 
b) Donner la matrice Q de passage de la base B 3 a la base B 3 et calculer Q~ ' 

4) Ecrire les matrices suivantes : 

aj M (f : Bo, B 3 ); b )M(J ■ B 2 , B 3 ); c)M (3 : B 3 , B,() et d) M (/ o g : B 3 ). 

5) Resoudre les systemes suivants : 
aj /(a:, y) = (a, 6, c); b) / (x, t/, 2) = (a, 6), ou a. 6, c € IR, 
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Universite Chouaib Doukkali 
Departement de Mathematiques 
El Jadida 


Annee Universitaire : 2013/2014 

Filiere SMPC2 


Algebre 2 
Serie 3 


Exercice 1 . Calculer les determinants des matrices suivantes : 



( 1 

-1 

0 

1 \ 


/I 

a 

a 2 

a 3 \ 


/ o 

l 

l 

1 

\ 

A = 

1 

2 

1 

3 

• B — 

1 

6 

b 2 

b 3 

• c — 

1 

0 

X 2 

y 2 



4 

1 

2 

3 


1 

c 

c 2 

c 3 

5 

1 

cc 2 

0 

z 2 



U 

1 

2 

1/ 


\1 

d 

d 2 

d 3 ^ 


U 

y 2 

z 2 

0 

/ 


a, 6, c,x,y £ R. 


Exercice 2. Calculer le rang des matrices suivantes par les determinants : 


* 

/ — 1 0 \ 


/ 2 -3 -4 \ 


/ 1 7 5 3 — 2 \ 

A=J 

0 0 
2 -2 

; # = 

3 1 5 

-1 0 -1 

;£ = 

04220. 
2 -240 1 


1-3 3 j 


\ 0 2 4 / 


\ 3 — 1 7 1 3 / 


Exercice 3. Resoudre les systemes suivants par la methode des determinants : 


1 / 


3x + y 4 - 5z = a 
—x 4- y + 5z — b 
x — y — z — c 


a, h et cel 



2 / 


—x + y + az=^a 
x — = -1 

Xp^ay — abz = ab 


3 / 


Iq Oc 4- 4- *5> %, =-3 

4- CffV {^. £, x \ 


x + y — 2z = —2 
x 4* 2 y -)- 3 z = a 
3:r 4- 5 y 4 8z = 2 
5a; 4- 9/y 4- 14z 5 


1 
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Exercice 4. On considere les matrices siuvantes : 


/ 5 5 -14 \ / 8 4 -16 \ 

A=[ 6 6 -16 I ;B= 0 4 -8 
\5 5 —14 / V 4 4 -12/ 


et P = 


1 1 

2 -1 

1 0 


1 

1 

1 





;V 2 


-l 


\Q 


et V 3 = 1 


1. a/ Verifier que VC V 2 et V3 sont des mcteurs propres de A. 


b/ A quelle valeurs propres sont-ils associes ? 

c/ Montrer que ces valeurs propres sont les racines du polynome 
P A (X) = det (A - Xh) 

2. a/ Montrer que P est inversible et calculer P 1 
b/ Calculer P~ l AP, on pose D — P~ l AP. 

c/ Calculer P~ l BP , on pose A = P~ l BP. 

3. On se propose de calculer la suite des matrices colonnes X n definie par : 



et X n + 2 — AX n+ 1 -f V n € N 


Pour etudier X n on pose Y n = P l X n = 


U n \ 
V n 

w n J 


a/ Calculer Yq et Y\ 

k 

b / Montrer que Y n+ 2 = DY n+ j + A Y n 

c/ Montrer que U n+ 2 = U n+ 1, V n+2 — 4K et W n+ 2 = — 4W n+ i — 4W n . 
d/ En deduire V expression explicite de U n , V n et W n en fonction de n. 
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Exercice 5. Trigonaliser dans M les matrices suivantes : 


A = 




/ 4 2 -2 \ 
;B= 1 5 -1 

\ 1 3 1 / 


et C = 


0 

1 

0 

2 \ 

-3 

0 

4 

0 

0 

1 

0 

3 

\-l 

0 

1 

0 / 


Exercice 6, On considers T application lineaire : 
f: R 3 — > R 3 

(x,y,z) — ^ (7x 4- Sy — dz, — 6x — 2y 4- 5z, 4x 4- 2y — z) 


1. Donner la matrice A dans la base B canonique de K 3 

2. Calculer le polyndmee caracteristique de A. 

3. Determiner les deux valeurs propres de A notees A et X 2 tel que (A 1 XA 2 ) 
4- Trouver un vecteuru tel que E( A 2 ) = sev(u), calculer dimE(\ 2 ). 

5. Trouver un vecteur v tel que E{ Ai) = sev(v), en deduire dim E(A|). 

6. Trouver un vecteur w telq ue {v,w}, soit une base de ker(/t - A, I) 2 . 

7. Montrer que B' — ( u,v,w ) est une base de K 3 . 

8. Determiner la matrice Pb> b et la matrice Pbb' • 

9. Calculer f(w) en focntion dev etw et en deduire la matrice de f dans la 
base B' notee B = M{f, B\ B'), quelle relation existe entre A et B ?. 

10. Calculer A n en utilisant T exercice 2 serie 2. 
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